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本講演の流れ

テンソルネットワークにできて、
Monte-Carloシミュレーションにできないことは何か...?

本講演では,
以下の二つのことがテンソルネットワークを使うとできることを紹介します。

• 格子模型から場の理論の結合定数を精密に計算
A.U and M. Oshikawa(2023)

• Critical繰り込み群固定点のテンソルネットワーク表現
A.U and M. Yamazaki(2023)
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相転移と有効ハミルトニアン
物性分野において、繰り込み群 (RG)は２次相転移を説明するために導入されま
した。

Hlattice = −J
∑
i

σz
i σ

z
i+1 − Γ

∑
i

σx
i

格子模型を説明するような有効ハミルトニアンHeff があると仮定し、
"臨界点からの距離"である結合定数 gn を導入しましょう。

Heff
lattice(L,Γ) = H∗(J = Γ) +

∫ L

0
dxgn(x,Γ− J)Φ̂n(x)

ローカルハミルトニアンは Γに関して連続であるはずなのに
相境界の L = ∞では gn は不連続性を持たなければならない。Why?
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繰り込み群
gn は L = ∞で不連続になるのは gn に L依存性があるから。

dgn
d(log(L)) = (d− xn)gn → gn(L) = gn(1)Ld−xn

d : dimension, xn : scaling dimension

gn(L) → −∞(SSB) and gn(L) → ∞(Disorder)

結合定数 gn(L)が Lとともにどのように発展していくかが相図（RGフロー)を
決めるので、gn(L)を計算することは重要。
Hlattice(L,Γ)の固有値 En(L)を計算できれば、gn(L)が求められそう。
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テンソルネットワークによるEn(L)の計算
En(L)を厳密対角化で計算することは指数関数的に難しい。
(L < 20 for the Ising)
テンソルネットワークは指数関数的に大きいヒルベルト空間を次元Dの情報で
近似する.こうすることで、イジング模型の場合は L > 100の低エネルギー固有
値の情報を少ない誤差で近似できる。

D << (Dinitial)L
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テンソルネットワーク繰り込み群
二次元古典系を扱う場合は、ローカルなボルツマン係数を宿したテンソルを縮約
することで、分配関数を表現する。

x-軸方向のみ縮約すると転送行列が作れて、その固有値 λn から、
エネルギースペクトラム En = − ln(λn)/L.が読み取れる。
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転送行列の固有値

二次元臨界現象を記述する共形場理論 (CFT)において、励起状態はと CFTのオ
ペレーターは一対一の対応がある。
有限サイズ Lにおけるエネルギーギャップは、そのオペレーターのスケーリン
グ次元 xn に対応しており、そこから xn を読み取れる。

En(L)− E0(L) =
2πv
L

xn

二次元古典系では、 En は転送行列の固有値 λn で記述され、最大固有値 λ0 と
の比で xn を計算することができる。

λn(L) = exp(−LEn(L)) →
λn

λ0
= exp(−2πxn)
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摂動論
有限サイズ Lでは、エネルギーギャップは xn から少しずれる。

L

2π (En(L)− E0(L)) ̸= xn,

これは格子模型が場の理論である CFTで完璧に記述されていないからである.
よって格子模型の有効ハミルトニアンは演算子 Φnの摂動が加わったもので表現
される。

Hlattice = H∗
CFT +

∑
n

∫ L

0
dxgn(L)Φn(x).

この有効ハミルトニアンのもとエネルギーギャップを摂動論で計算すると
xn(L)が (ユニバーサルな定数)×gn(L)の和で表されることがわかる。

L

2π (En(L)− E0(L)) = xn(L)

xn(L) = xn + 2π
∑
n

Cnnjgj(L)

xn(L)を finite-sizeスケーリング次元と呼び、ここから gn(L)を計算する。
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例: イジング模型
1 finite-sizeスケーリング次元 xn(L)を繰り込まれたテンソル T (n) から計算
する

λn(L)
λ0(L)

= exp(−2πxn(L))

2 xn(L)とスケーリング次元 xn の差を計算する

H = H∗
Ising +

∫ L

0
dx[ghσ(x) + gtϵ(x)]

xσ(L)− xσ = xσ(L)−
1
8 = πgt(L)

3 gt(L)を各システムサイズ Lについてプロットする

gt(L) =
1
π
(xσ(L)−

1
8)
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イジング模型のRGフロー

HIsing = H∗
Ising +

∫ L

0
dx[ghσ(x) + gtϵ(x)]
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XY模型におけるKosterlitz RGフロー

HXY = HTLL
K=2 +

∫
dx

2π

[yK
2 K + yV cos(2ϕ)

]
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これまでのまとめ

テンソルネットワークは、
低エネルギー状態であれば大きいシステムサイズまで計算できる。
これによって xn(L) = L

2π (En(L)− E0(L))を計算できる。

xn(L) = xn

Universal term

+ 2π
∑
j

Cnnjgj

Running coupling constants

結合定数 gj(L)は xn(L)− xn を計算することで読み取ることができる！1.

1In practice, we can often compute specific gj by properly choosing n.
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おまけ:OPE Cijkの計算
OPEは繰り込まれたテンソルの固有ベクトルを組み合わせることで計算できる。
(A.U and M.Oshikawa (2023))

３つの固有ベクトルを縮約すると、波動関数の overlapを計算していることにな
る。これは、path-integralの pants-diagramで表現できる。これは conformal
mappingによって三点関数に mapされる。(Y.Liu et al. (2022))
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テンソルネットワークにおける有限ボンド次元効果

At criticality, xn(L) should converge to the CFT values.

xn(L) → xn (L → ∞)

However, the numerical xn(L) deviates from xn due to the finite bond dimension D.

xn(D,L → ∞) ̸= xn

It is natural to ask if this error can be explained through perturbation theory.

xn(D,L) = xn

Universal term

+ 2π
∑
j

Cjjngj(D)

Numerical error

...?
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xσ(L)への有限ボンド次元効果
The numerical errors at criticality behave as if the system has relevant
perturbations.
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有限ボンド次元は有限相関長 ξ(D)を誘発
The numerical errors start appearing at L ≃ ξ(D).

The data collapse when rescaled with ξ(D) = ξ0D
κ, κ = 6

c(1+
√

12/c)
,

thus gϵ(D) has universal amplitude depending on D.
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固定点テンソルへの場の理論的アプローチ?

有限ボンド次元効果によって、実際のテンソル繰り込みでは固定点テンソルは計
算できない。

一方で,場の理論による解析的な計算で固定点テンソル T ∗
ijkl を計算することが

できたら、有限ボンド次元効果などをより深く理解できる。
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固定点テンソル

RGステップを繰り返すことで繰り込まれたテンソル T (n) は、
固定点テンソルとよばれるユニバーサルなテンソル T ∗ に収束する。

T ∗ は無限大のボンド次元を持つが
自明な/ギャップの空いた固定点の T ∗ は有限ボンド次元の表現をもつ。
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ゲージ変換と転送行列基底
各ボンドの基底を変換するユニタリー演算子 ww† の挿入は縮約されたテンソル
ネットワークを不変に保つ。これをテンソルネットワークのゲージ自由度と
いう。

ここでは、各ボンドの基底を転送行列基底にとる。こうすることで、ギャップよ
り上の転送行列固有値 λn と最大固有値 λ0 との比が０に収束する。

λn(L)
λ0(L)

= exp(−L(En − E0)) → 0 (En ̸= E0)

すなわち、ボンド次元がたかだか GSの縮退度で T ∗ を表現できる。
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自明な固定点テンソル

一番自明な固定点テンソルとして以下のものがある。

T0000 = 1
Tijkl = 0 (otherwise)

この自明なテンソルは r′ = 2rスケール変換に対して、固定点になっている。

このテンソルは高温相イジング模型の T (0)を繰り込むことで得ることができる。
(High-temperature FP)
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RGの厳密な証明
自明な固定点テンソルの安定性は、テンソル繰り込みを用いて厳密に示すことが
できる。

自明な固定点に摂動 δA(L)を加えた時、以下の定理を示した。

|δA′(2L)| < γ|δA(L)| (0 ≤ γ < 1)
|δA′(2nL)| → 0 (n → ∞)

臨界 (非自明)固定点の不安定性は証明できるか?
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非自明固定点の難しさ
ギャップの空いている場合とは異なり臨界系では、転送行列の固有値比が
L → ∞でも有限値を持つ.

よって非自明固定点テンソルはD = ∞の 4-legテンソルで、各ボンドの基底
はプライマリー場 ϕα とその descendantsで張られる.

....こんなのわかるのかな...?
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非自明固定点特定へのヒント
固定点テンソルはスケール変換Rϕα(2r) = 2−xαϕα(r)の解になっている。
特に、固定点テンソルはこれらの最小スケーリング次元 x1 = 0に対応し、
T ∗ = ϕ1 である。

つまり、固定点テンソルは unitary CFTの基底状態 (identity operator)の表現

上田篤 The Institute for Solid State Physics (ISSP)

場の理論+テンソルネットワークによる精密計算 28 / 37



背景 結合定数の計算 有限ボンド次元効果とは 固定点テンソルへの場の理論的アプローチ まとめ

Tαβγδは波動関数のoverlap!
固定点テンソルの足を転送行列基底でゲージ固定する

テンソル要素 Tαβγδ は T ∗ と ⟨ϕα|⟨ϕβ |⟨ϕγ |⟨ϕδ|の overlapになっている

波動関数の overlapによる OPE計算方法の場合と同様に
→ Tαβγδ ∼ ⟨ϕαϕβϕγϕδ⟩
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非自明固定点の解
Our results
空間 D4 symmetryがある時,固定点テンソル T ∗ とその半分 S∗ のテンソル要素
は CFTの四点・三点相関関数で決まる。

S∗
αβγ = ⟨ϕα(−xS)ϕβ(ixS)ϕγ(0)⟩pl.

T ∗
αβγδ = ⟨ϕα(−xT )ϕβ(ixT )ϕγ(xT )ϕδ(−ixT )⟩pl.

xS = eπ/4 and xT = eπ/2/2
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Sketch of the proofs I

Each index is a quantum state on a ring and, thus, represented by the path-integral
on a cylinder.

Then, S and T become a three and four-point function on the manifolds below.
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Sketch of the proofs II

We can compute the correlation functions by mapping them to the plane.
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テンソル繰り込みの数値計算結果
臨界イジング模型のテンソル繰り込みによって得られた S∗

αβγ と T ∗
ijkl は我々の

理論値とピッタリと一致した。("·"TRG(D = 96), "+"TNR(D = 40))

我々の式を使えば、OPEや四点関数をテンソル要素から直接読み取れる。
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おまけ:3状態ポッツ
３状態ポッツの非自明な OPE係数も計算できた。Evenbly-TNRが outperformし
ている。
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概要

• 格子模型から場の理論の結合定数をテンソル繰り込みを用いて精密に計算
することができる。

• 有限ボンド次元効果は relevant perturbation
• 臨界現象の固定点テンソルは CFTの四点相関関数でシンプルに書ける。

Future direction
• Showing the instability of critical fixed-points using tensor network

representations
• Understanding finite-bond dimension effects
• Applying our methods to lattice gauge theories
• Visualizing RG flow of higher dimensions
• Characterizing the phase transitions of non-equilibrium physics
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