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適 用 例 と し て は，Dukelsky と Sierraに よ る 微粒子 の レ ベ

ル 間隔に 対す る超伝導 ・閉殻 ク ロ ス オ
ーバ ーの 解析 が 目を

ひ きま す．11） フ ェ ル ミ縮退 した系 の 場合，Xiang の 方法で

拾 う 自由 度 は，本質的 に は フ ェル ミ面 付 近 の もの だ け で す

の で ，数多 くの 電 子を 含む 微粒子 に 対 して で あ っ て も，充

分 な 余裕を持 っ て 密度行列繰 り込み 群を適用 で きる こ とが

明 ら か に な っ た か らで す．マ イ ク ロ ク ラ ス タ
ー

や 原子核 な

ど の 少数多体系 の 解析 に 密度行列繰 り込 み 群 が活躍 す る 日

も， そ う遠 くは な い で し ょ う．

5．2 古典統計系へ の 応用

　我 々 著者 は，密 度 行 列 繰 り込 み群 の 適用 範 囲 を量 子 系 だ

け に 限定す る の は勿体 な い，統計物理 系 に も応用 で きな い

か ？　と い う動機 に 基づ い て ，古典格子模型 の 解析 に 密度

行 列繰 り込 み 群 を 用 い る 方法論 の 研 究 を 進 め て き ま し

た．2・12） 1次 元量 子系 の 統計力学 に 登 場 す る 密度演算子

exp （
一

β甘）を経路積分的 に 眺 め る と一格子模型 の 場合 は，

鈴 木
一Trotter 分解 に よ り密度演算子を分解す る と一

そ れ は

2 次元古典系 そ の もの で す．こ の 量子 ・古典対応 を通 じて ，

1次元量子系 の ハ ミ ル トニ ア ン に 対 して 繰り込 み群変換 を

作用 させ た よ うに，2 次元古典系 の 転送 行列 に対 して 繰 り

込 み 群 変 換 を作 用 さ せ れ ば，た ち ど こ ろ に 密度行 列 繰 り込

み 群の 応用範囲 を 2 次元古典系へ 拡張 す る こ と が で きま す．

量子系で は 基底状態 を タ
ー

ゲ ッ ト しま した が，古典系 で は

転 送行列 の 固有 ベ ク トル （＝熱的な 固有状態 ）を タ
ーゲ ッ

ト し ます か ら，転送 行列 が非対称 で あ る場合 に は，少 しだ

け量 子系 に は な い 注意 を払 う必要 が あ りま す．

　 こ う して 得 られ た古典格子模型 に 対する密度行列繰 り込

み 群 の 方法 は，まず Carlon や Drzevinskiら に よ り イ ジ ン

グ模型や ポ ッ ッ 模型 の 有限サ イ ズ ス ケ
ー

リ ン グの 補正 項 や

表面相転移 の 数値的観測に 用い られ， 理 論的予 測 を 高い 精

度 で 検証 しま した．2） ま た，古典系 の 密度行 列繰 り込 み群

の 隠れ た 応用 と して ，筒型 の 2次元古典系に マ ッ プ さ れ た

有 限温度 1次元量 子系の 取 り扱 い を挙 げる こ とが で きま

す．z・6）

　 と こ ろ で 等方的な 2 次元古典系を扱 う場 合，自由度 圧 縮

を 伴う転送 行列 の 繰 り込 み 群変換 は， 格子 の 縦 と横の 対称

性 を少 しずっ 崩 して い き ます．こ れ は ど う も気味が 悪い こ

と な の で ，で きれ ば 縦 に 行 う こ と は 同様 に 横 に も行 い た い

もの で す．格 子の 縦 と横を 形式的に 等 し く扱 う方法 は30年

も前 に Baxter に よ り開発 さ れ，角転送 行列 の 方法 と して

知 ら れ て い ま す．Baxter の 方法 は， もと も と Kramers −

Wannier 近似 に ヒ ン トを得 て 作 られ た もの な の で すが，驚

くべ き こ とに 密度行列繰 り込み 群 と全 く同 じ形の 変分原理

に 基 づ い て い ます．角転送行列の 方法を 密度行列繰 り込み

群に 導 入す る と，正 方形 （ま た は 六 角形）の 有限系の 分配

関数を極 め て 高速 に 求 め る こ とが 可能で す．こ の 計算方法
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図 73 次元 イ ジ ン グ模型の 自発磁化．

は角転送行列繰 り込 み 群 と呼ば れ て い ます．12，　13 ）

　我 々 は現在，よ り高い 次元の 古典系の 解析に密度行列繰

り込 み 群 を拡 張す る 方法を 模索 して い る と こ ろ で す．また，

量 子 ・古典対応 を通 じて 2 次元量子系へ の 拡張 も視野 に 入

れ て い ま す．こ の 拡 張の 手が か りの 一
っ は古 くか ら知 られ

た Kramers−Wannier 近似 で す．同近 似 で は 2 次元 イ ジ ン

グ模型 の 転送行列 の 変分 状態を 正次元古典 系 で 与え ます が ，

こ れ を そ の ま ま 1次元 ず つ 高次元化 す る と 3 次元 イ ジ ン グ

模型 の 2次元 的に 広 が っ た層間転送行列 に 対 して ，変分状

態 を 2 次元古典系 で 与 え る形式が 得 られ ます．こ の と き，

変分 エ ネ ル ギ ーは角 転 送 行 列 繰 り込 み群 で 評価 す る こ とが

で き，変分関数 を最 適化 す る こ とに よ っ て，熱力学量 が 得

られ ます．14） こ の 方 向で ，よ り高精度 な 計算を行 うに は 変

分関数 を高次元化 さ れ た テ ン ソ ル 積状態で 与 え る 形式が 有

望 で す．ま だ ま だ改善す べ き点 は多 い の で す が，図 7 に 示

すよ うに，イ ジ ン グ模型 を対象に した テ ス ト計算で は，着

実 に 計算 の 精度が 向上 しっ っ あ ります．

6． お わ りに

　物理 系 の 自由度圧 縮 を キー
ワ
ー

ドに，密度行列繰 り込み

群 の 原 理 と応 用 を なが め て き ま した．密度 行列繰 り込 み群

の 根底 に は 「な る べ く少な い 自由度で な るべ く正 確 な 答え

を得 る 」 と い う思想が 流れて い て ，そ れ が ゆ え に 実 に 様 々

な 方面 に 関連 して 活躍 して い る わ けで す．本文中で は 触 れ

ま せん で したが，不 可逆 な量 子情報圧 縮 との 関連 も指摘 さ

れ て い ます．密度行列繰り込 み 群 は1992年 に 発明さ れ て か

らまだ 10年経 っ て い ませ ん ，今後，どの よ う な進展 が あ る

の か，非常 に 興味深 く感 じ る と と もに，我 々 自 ら もそ れ に

寄与 した い と考え て い ます，皆様 も，お手元 の 問題 に 密度

行列繰 り込み 群を 応 用 して み ませ ん か ？IS）
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の 根底 に は 「な る べ く少な い 自由度で な るべ く正 確 な 答え

を得 る 」 と い う思想が 流れて い て ，そ れ が ゆ え に 実 に 様 々

な 方面 に 関連 して 活躍 して い る わ けで す．本 文 中で は 触 れ

ま せん で したが，不 可逆 な量 子情報圧 縮 との 関連 も指摘 さ

れ て い ます．密度行列繰り込 み 群 は1992年 に 発 明さ れ て か

らまだ 10年経 っ て い ませ ん ，今後，どの よ う な進展 が あ る

の か，非常 に 興味深 く感 じ る と と もに ，我 々 自 ら もそ れ に

寄与 した い と考え て い ます，皆様 も，お手元 の 問題 に 密度

行列繰 り込み 群を 応 用 して み ませ ん か ？IS）

日本物理 学会誌　Vol ．55，　No ．10，2000

N 工工
一Eleotronio 　Library 　

西野・日永田・奥西　物理学会誌 (2000) より

TePS + CTMRG in 2000

15p-2 15 Nov. 2023 @ つくば



西野・上田（幸）・大谷・西尾・Gendiar　数理解析研講究録 (2006) より

昔話も もう少し (?)

少し高い温度でフラクタル状の模様を描く熱平衡状態の有様を示している。百聞は一見にしかず、直
感的な定性的理解を助ける図の作成は研究に有効であるばかりでなく、広報教育啓蒙活動、ついでに
予算申請書作成のポンチ絵作りにも重宝する。このような、カノニカルアンサンブルから 1 枚だけ
抜き出して来たスピン配列を スナップショット と呼ぼう。 図 1 を見ると、誰でも「ああ、モンテカ
ルロ・シミュレーションのある瞬間か」と想像するだろう。実は、ここに示したスナップショットは
CTMRG (または DMRG) を用いて作図したものだ。本稿では、その方法の概略を説明する。

Fig. 1. 温度が T = 1.5 < Tc (左) および 2.27 > Tc (右) である際の、イジング模型の熱平衡状態におけるスピン配列。
表示領域の大きさは 100× 100 で、システムサイズは無限大。

ここまで (雑文を辛抱強く) 読んで それは話が違うじゃないか!? と思った人はスルドイ。そう、こ
れから説明するのは 繰り込みの逆操作 にあたっている。DMRG で得られたブロックスピン変数を
使って、そこからブロックスピン変換を 巻き戻す ような感覚で、もともとモデルを構成していた最
下層のスピン変数について、そのスナップショットを計算してみようというのが、以下で述べる 悪あ
がきの魂胆 である。(http://xxx.lanl.gov/abs/cond-mat/0409445 の補足説明も含んでいる。)

§1. 1 次元イジング模型で頭の体操
スナップショットとは何なのか、もう少し正確に述べる目的で、まずは 1 次元古典系の代表例、1

次元イジング模型の熱平衡状態を考えよう。N サイトの自由端境界条件を持つ 1 次元イジング模型
は、ハミルトニアン

H(σ1,σ2, · · · ,σN ) = H({σ}) = −J
N−1X

i=1

σi σi+1 (1)

で定義される。(外部磁場は無いと仮定した。) {σ} は、全てのスピン σ1,σ2, · · · ,σN を短く略記する
記号だ。この系の分配関数は、系全体に対するボルツマン重率の和

Z =
X

{σ}
exp

≥
−βH({σ})

¥
(2)

で与えられる。1 次元系の特殊性 (?) によって、この和は端から簡単に実行できるけれども、後で
2 次元系を扱う都合も考えて、転送行列 T (σ�,σ) = exp(βJσ�σ) と自由端の境界条件を表すベクトル

2

Pattern Generation from IRF-MPS

15p-2 15 Nov. 2023 @ つくば



人口密度の決定、球状星団や銀河のシミュレーション, etc.

箱の長さの逆数が、おおよその密度

Tree 構造は意外な所に顔を出す

この Tree で粒子を管理すると何かと便利らしい

密と疎を定量化できますか? 空間分解能は?

古典配位に対する 
Adaptive な 

Tree Structure



波動関数を Tree Tensor Network で
表してみなさい 西野友年（神戸大理）

15p-2 15 Nov. 2023 @ つくば

　分子や原子核の基底波動関数など有限多体系を Tensor Network (TN) で扱う場合、 

Matrix Product State (MPS) を変分関数とする DMRG が定番の解析手段となる。計算 

の結果として得られた N-site 系の MPS には、系を M-site の部分系と、残りの N-M-

site 部分系に分割した際の Entanglement Entropy (EE) が付随している。さて、MPS は 

Tree Tensor Network (TTN) の特殊な場合であって、MPS から任意の TTN へと、局
所的な枝 の組み替え(基本変形)を通じて変形できる。こうして得られる膨大な数の 

TTN のうち、 自然なもの (?) はどんな形をしているだろうか? EE を指標として「自
然な TTN」を構築 するアルゴリズムについて、まず解説する。この考え方を有限系
の DMRG に持ち込むと、 自然な TTN を変分関数とする計算手法へと至る。MPS 

は Tensor Train の別名でデータ サイエンスにも用いられて久しいが、こちらにも自
然な TTN を持ち込むことが可能であ る。これらの応用で Tree 形状の最適化をどの
ように行うかは、まだまだ蓄積に乏しく、検 討課題となっている。

Abstract



2021 年・基盤 (C) 申請書から 基盤研究（Ｃ）（一般）２ 
【１ 研究目的、研究方法など（つづき）】 
テンソルネットワーク形式を用いた数値解析の主な目的は、大規模な系の固有状態 |ψ 〉

の探索や、状態の時間発展を追跡することなどである。計算を進めるにあたっては、まずネ
ットワークの形状を事前に決定する必要がある。一方でそれぞれの系に見合った、効率的な
ネットワークの形状は、求める状態 |ψ 〉を手掛かりにして構築する必要がある。この鶏と
卵のような状況は、どのように解決すれば良いだろうか？この疑問は、テンソルネットワー
ク形式の応用にあたっての、核心をなす学術的な問いかけでもある。模範的な回答は 

   ○ 数値計算の最中に順次、ネットワーク形状の組み換えを行えば良い。 

であろう。テンソルが１次元的に接続された行列積状態を用いる密度行列繰り込み群では、
この方針に沿ってサイトの順番を自動的に調整する試みが、既に一般的なものとなっている。
ただ、２次元的・３次元的に広がった物理系を、１次元に伸ばして扱うには限度がある。本
研究ではネットワーク形状を木構造まで拡張し、局所テンソル最適化の途上で、ネットワー
クの接続を組み換える精密な計算アルゴリズムを開発して行く。木構造には、直交性を満た
す局所テンソルを組み合わせた正準な形で表現できる長所があり、様々な数値計算が安定し
て行える。複数の木構造を比較対象として、系が持つエンタングルメントの構造を最も自然
に表す接続を自動的に採択して行く点に本研究の創造性があり、木構造上でエンタングルメ
ント・エントロピーあるいは相互情報量を指標とする点が本研究に独自の取り組みである。 

┏━┻━┓               Ａ 
図：木構造   ┏━┻┓ ┏┻┓     図：３分岐   ┏┻┓ 

┏┻┓┏┻┓┃┏┻┓           Ｂ(B1 B2)  

木構造テンソルネットワークの構造最適化という目的を達成するために、本研究では解
決すべき課題を幾つかの段階に分けて、以下の通り取り組んで行く。まず、与えられた系が
部分系ＡとＢに２分割されている状況で、Ｂを更にB1とB2に分割する方法を考える。上図右
側に示した通り、これは木構造が分岐する部分に対応している。木構造が「自然なもの」で
あれば、３分岐するどの線上にも、大きなエンタングルメントは存在しないはずである。相
互情報量 I(B1,B2)が小さく抑えられているとも表現できる。部分系Ｂのあらゆる分割から、
この条件を満たす最適な候補を探し出すことが、目的達成への第一段階である。あらゆる木
構造は、局所的な枝の組み換えにより互いに移り変わることができる。テンソルネットワー
ク形式を用いた局所テンソル最適化の途上で、特定の枝（あるいは幹）に大きなエンタング
ルメント・エントロピー Ｓ が現れた場合、その周囲の分岐を組み換えることにより、Ｓ 
の値を抑えることが可能である。組み換えを繰り返すことにより、より自然な木構造の探索
を行う計算手順を効率的に実装して行くことが、目的達成への第二段階である。プログラム
上では、組み換えに伴うポインターの更新や、部分和の再計算が必要となる。計算量をいか
に抑え、計算の並列化を保証するかが、数値計算上の重要な検討事項である。局所的な組み
換えでは到達し得ない先に、より自然なネットワーク構造が存在する可能性もあり、時には
大域的にネットワークを組み換える必要がある。局所的な準安定から脱出する目的で行う大
域的組み換えの実装が、目的達成への最終段階である。結果として、限られた計算資源を有
効に活用する実空間繰り込み群手法が得られ、従来にない高い精度で量子状態を表現し、固
有エネルギーなどを精密に評価することが可能となる。 

★★ TN では鶏と卵の関係によく出会う ★★

後で語る
ウンチク



8 脚テンソルを特異値分解により 2 つの Tensor の縮約に変形する

Tree Structure による波動関数の表現

式 (7.4) の左辺と右辺のダイアグラムは次のように描ける。
ξ

a b c d e f g h

a
b

c d e f g h

さて、Tabcdefgh の脚を cd と ab efgh に分けて考える場合には、脚の順番
を保って Tab (cd) efgh と書くことにしよう。そして特異値分解を使って

Tab (cd) efgh =
∑

µ

U(cd)µDµ V
∗

(abefgh)µ =
∑

µ

U(cd)µ T̃abµefgh (7.5)

と式変形する。「テンソルネットワーク業界の悪しき (?) 掟」の 1 つに
• 脚の文字が異なるテンソルは別のものとみなす

という慣習があり、式 (7.2) と式 (7.5) では同じように U , D, V ∗ が並んで
いても、例えば式 (7.2) の U(ab)ξ と式 (7.5) の U(cd)µ は異なるものだ。式
(7.5) も下図左のようにダイアグラムで表しておこう。同様に、Tabcd (ef) ghや Tabcdef (gh) と分ける場合も下図中央、下図右のように変形できる。

e f g hc d

μ
a b e f g h c d

ν
a b g h c d

ρ
a b e f

また、式 (7.4) の T̃ξcdefgh の脚を (cd) と ξ efgh に分けて特異値分解すると
T̃ξ(cd)efgh =

∑

µ

U(cd)µ Dµ V
∗

(ξefgh)µ =
∑

µ

U(cd)µ T̃ξµefgh (7.6)

と変形できる。式 (7.5) と式 (7.6) の U(cd)µ は (自明な符号の選択を除いて)同
じものである。さらに T̃ξµefgh を分解していくと

T̃ξµ(ef)gh =
∑

ν

U(ef)ν Dν V
∗

(ξµgh)ν =
∑

ν

U(ef)ν T̃ξµνgh

T̃ξµν(gh) =
∑

ρ

U(gh)ρ Dρ V
∗

(ξµν)ρ =
∑

ρ

U(gh)ρ T̃ξµνρ (7.7)

という形まで到達する。これらの分解を組み合わせると
Tabcdefgh =

∑

ξµνρ

U(ab)ξ U(cd)µ U(ef)ν U(gh)ρ T̃ξµνρ (7.8)
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どこから分割を始めるかの自由度がある点に注意



Tree Structure による波動関数の表現

という形の高次特異値分解が得られる。4 つの異なる U は、どんな順番に
求めてもよくて、まず式 (7.5) のように U(cd)µ から先に求めることも可能だ。式 (7.8) のダイアグラムを下図左に示そう。コアテンソルと呼ばれる
T̃ξµνρ と、それを囲む 4 つの U との間で縮約が取られている。

c d

μ

a
b e

f

gh

ν

ρ

ξ c

d

σ

a
b

e

f
g
h

γζ

Tabcdefgh の脚にはいろいろな分け方があり、abc と de と fgh に分けると
Tabcdefgh =

∑

ζσγ

U(abc)ζ U(de)σ U(fgh)γ T̃ζσγ (7.9)

と、上図右に示した形へと高次特異値分解することもできる。
低ランク近似
高次特異値分解へと至る途中に使った特異値分解では、特異値が大きい

ものから順に並んでいると仮定しよう。式 (7.8) に現れるギリシア文字の
脚 ξ, µ, ν , ρ の自由度はそれぞれ d2 である。これらの自由度を χ 以下に制
限することで、Tabcdefgh に対する低ランク近似

T̄abcdefgh =
χ−1∑

ξµνρ=0

U(ab)ξ U(cd)µ U(ef)ν U(gh)ρ T̃ξµνρ (7.10)

が得られる。なお、式 (7.9) の形の高次特異値分解を経由すると、異なる
形の低ランク近似が得られる。
【タッカー分解】　コアテンソルが 3 脚である高次特異値分解は Tucker

が 1966 年に論じたことから、タッカー分解の名で知られている。高次特
異値分解は何度でも再発見され得るもので、同じ形式が Hitchcock によっ
て 1927 年に論じられている。必要に迫られると誰でも (?) 自然発生的に
高次特異値分解を使った低ランク近似を使い始めるもので、何も断らずに
式 (7.10) のように自由度が制限された式が提示されることも珍しくない。

80

7.1 木構造ネットワーク
式 (7.8) に含まれるコアテンソル T̃ξµνρ は、さらに特異値分解できて

T̃(ξµ)νρ =
∑

η

U(ξµ)η Dη V
∗

(νρ)η =
∑

η

U(ξµ)η Dη U(νρ)η (7.11)

と変形できる。最後の等式では V ∗
(νρ)η = U(νρ)η という記号の書̇き̇換̇え̇を行った。(νρ)η という脚の組み合わせはここにしか出てこないので、「異なる U を脚で区別する」というルールを守る限り、混同が生じることはない。

いま求めた式 (7.11) を、式 (7.8) に代入してみよう。
Tabcdefgh =

∑

ξµνρη

U(ab)ξ U(cd)µ

[
U(ξµ)η Dη U(νρ)η

]
U(ef)ν U(gh)ρ (7.12)

式が長くて何がどうなっているのか、わかり辛いのでダイアグラムに描い
てみる。 c

d

μ

a
b

e
f

g
h

ν

ρξ

η
μ

a b e f g h

ν ρξ

η

c d

上図の 2 つのダイアグラムは「つながり方」が同じなので、等価なもので
ある。黒い点が Dη を表していて、他の 3 脚テンソルは全て U に対応して
いる。図形的には、木が枝分かれしているように見えるので、このように
ループのないダイアグラムで描かれるテンソルネットワークは き木構造ネッ
トワークまたは樹状ネットワーク (Tree Tensor Network, TTN) と呼ばれる。
式 (7.12) はとても見づらい。テンソルの脚の位置を上図右にあわせて

Tabcdefgh =
∑

ξµνρη

U ξ
ab U

µ
cd U

ν
ef U

ρ
gh U η

ξµ U
η
νρ Dη (7.13)

と書いた方が見やすいのではないだろうか。図中で特異値 Dη よりも右側に位置する 3 脚テンソルを全て V ∗ で表すならば
Tabcdefgh =

∑

ξµνρη

U ξ
ab U

µ
cd U

η
ξµ Dη V

ν∗
ef V ρ∗

gh V η∗
νρ (7.14)

となる。特異値分解した気̇分̇は̇出̇る̇けれども、少々煩雑かもしれない。
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8 脚テンソルの TTN  
表現に限っても 

多数の表現方法がある

どれを量子系基底状態の
変分問題に使うか?



2017 年・基盤 (C) 申請書から

Tree Structure への執着とサボりの日々

基盤Ｃ（一般）－３ 
研究計画・方法 
本欄には、研究目的を達成するための具体的な研究計画・方法について、冒頭にその概要を簡潔にまとめて記述した上で、平成
２９年度の計画と平成３０年度以降の計画に分けて、適宜文献を引用しつつ、焦点を絞り、具体的かつ明確に記述してください。
ここでは、研究が当初計画どおりに進まない時の対応など、多方面からの検討状況について述べるとともに、研究計画を遂行する
ための研究体制について、研究分担者とともに行う研究計画である場合は、研究代表者、研究分担者の具体的な役割（図表を用い
る等）、学術的観点からの研究組織の必要性・妥当性及び研究目的との関連性についても述べてください。 
また、研究体制の全体像を明らかにするため、連携研究者及び研究協力者（海外共同研究者、科研費への応募資格を有しない企
業の研究者、その他技術者や知財専門家等の研究支援を行う者、大学院生等（氏名、員数を記入することも可））の役割について
も記述してください。 
なお、研究期間の途中で異動や退職等により研究環境が大きく変わる場合は、研究実施場所の確保や研究実施方法等についても
記述してください。 
研 究 計 画 ・ 方 法（概要）※ 研究目的を達成するための研究計画・方法について、簡潔にまとめて記述してください。 
 構造が互いに異なる２つのテンソルネットワークは、各テンソルの自由度が充分に大きければ、
全く同じ量子状態を記述できる。この冗長性を活かし、非一様な量子状態を「自由度の小さいテ
ンソルでも精度良く記述できる」テンソルの連結を探索し、状態のエンタングルメント構造を決
定する。このために、まず木構造を持つ２つのテンソルネットワークを、局所的な枝の入れ換え
で変換する手順を開発する。また、ディスエンタングラーが挿入可能な箇所を自動的に判定し、
これを陽に構成するなど、階層を持つテンソルネットワークに対する基本的な変形技法を開発す
る。こうして得られた計算手法を用い、フラクタル系やランダム系など、非一様な状態が持つエ
ンタングルメント構造を解析して行く。また、同構造を能動的に制御する手段も見出して行く。 
平成２９年度 
 まずは与えられた量子状態に対して、これを「適切な構造を持つテンソルネットワーク」で表
現する数値計算技法の開発を進める。また、既存のテンソルネットワーク形式も必要に応じて用
い、研究目的で取り上げた非一様状態に対する数値解析を推進して行く。計算プログラムの開発
は、海外共同研究者の Andrej Gendiar, Roman Krcmar, Jozef Genzor （スロバキア科学アカデ
ミー）とともに取り組み、データ収集を大学院生の笹川佳則と共同して行なって行く。 
 テンソルネットワーク形式の常識として、それぞれのテンソルが持っている足の自由度が十分
に大きければ、どのような結合を持つテンソルネットワークであっても、任意の状態を厳密に記
述できることが知られている。但し殆どの場合、テンソルの次元は系のサイズとともに、指数的
に大きくしなければならない。足の自由度を小さく絞って行くと、系のエンタングルメント構造
を反映しないテンソルネットワークから先に、近似精度が悪くなって行く。複数のテンソルネッ
トワークの間でこのような近似精度比較を行えば、最適な構造が自然と浮かぶ。このような比較
においては、２つのテンソルネットワークが「互いに変換できる」ことが重要である。 
 例えば、木構造テンソルネトワークを念頭に置くと、一本の幹から一方向に枝が伸びるだけの
行列積状態から、一様に枝分かれして行く二進木構造まで、様々な可能性が浮かんで来る。互い
に異なる木構造は、「３本の枝から、どの２本が先に分岐するか」が異なるだけの、基本的な変形
を繰り返して結ぶことができる。この、構造上の変形に対応する木構造テンソルネットワークの
変換は、特異値分解によって明示的に与えられる。例えば、密度行列繰り込み群（ＤＭＲＧ）で
得られるＮサイトの行列積状態があれば、 
     ★ ２つのサイトのペアで、その他の部分と最も弱くエンタングルしているもの 
を N(N-1)/2 個の可能性から一つ選び出せば良い。その部分を二股に分かれた木構造にする、テン
ソルネットワークの変形が自然と浮かぶ。そして、変形前と変形後の両者に対して、テンソルの
自由度を制限した上でエネルギー期待値を比較し、近似の精度が良い方を選ぶ。この操作を繰り
返すことにより、木構造の範囲内で最適なネットワーク構造へと到達する筈である。これは、Ｄ
ＭＲＧの範疇で、最も強くエンタングルするペアを探す従来のアプローチ [Legeza,Phys.Rev.C92, 
051303(2015)]とは一線を画すものである。木構造テンソルネットワークに対する基底エネルギーの
変分評価方法は、少なくとも形式的には、以上の通り簡便に構成・実装できる。 
 研究目的で取り上げたフラクタル状の非一様性の下では、特に相互作用のスケール因子が１に
近い際に、長距離のエンタングルメントが目立つことが予測される。従って、木構造ネットワー
クでは充分な近似が不可能な場合もある。この問題は、ディスエンタングラーを要所に配置した、
ＭＥＲＡネットワークを導入することで解決できる。非一様性がより一般的な場合には、どこに 

この時点ではまだエネルギーに着目していた
… Roy らの論文に接して悔い改める



波動関数が与えられた時、どのサイトとどのサイトが 
強く結びついているか、わかるだろうか？
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We explore the connection between the area law for entanglement and geometry by representing the en-
tanglement entropies corresponding to all 2N bipartitions of an N-party pure quantum system by means of a
(generalized) adjacency matrix. In the cases where the representation is exact, the elements of that matrix co-
incide with the mutual information between pairs of sites. In others, it provides a very good approximation,
and in all the cases it yields a natural entanglement contour which is similar to previous proposals. Moreover,
for one-dimensional conformal invariant systems, the generalized adjacency matrix is given by the two-point
correlator of an entanglement current operator.

Introduction.- Entanglement is one of the most relevant fea-
tures of the quantum world, constituting the main resource in
quantum technologies [1–3] and characterizing the different
phases of quantum matter [4, 5]. In the last years, it has been
put forward that even the basic fabric of space-time might
be built upon entanglement via the holographic principle and
tensor networks [6–12]. Indeed, this suggestive connection
stems from the area law: the entanglement entropy of blocks
of low energy states of local Hamiltonians is frequently pro-
portional to the measure of the boundary separating the block
from its environment [13–16], with at most logarithmic cor-
rections [17–19]. Yet, there are relevant exceptions to the area
law, such as the rainbow state [20–27] and the Motzkin state
[28–34]. In some of these cases, as we will show, an area law
is indeed fulfilled for a geometry that differs from the geom-
etry defined by the local structure of the Hamiltonian. Thus,
given a quantum state, it is relevant to ask: what is the geom-
etry suggested by the entanglement structure?

Consider a pure state |yi of N qubits. There are 2N pos-
sible subsets or blocks A ⇢ W of the whole system, and
we can compute the von Neumann entropies (alternatively,
Rényi entropies), for each, SA = �TrA(rA logrA), where rA =
TrĀ|yihy| and TrA and TrĀ denote the partial traces on subset
A and its complement Ā respectively. Let I 2 {0, · · · ,2N � 1}
index the subsets through its binary expansion, and let us com-
pute the entanglement entropies for all of them, {SI}2N�1

I=0 . The
main question that we will answer is: does this set of entropies
respond to an area law for some geometry?

Defining a geometry.- For the purpose of checking the area
law, we shall define a geometry through an adjacency matrix,
J, such that Ji j = 1 when qubits i and j are connected or zero
otherwise. Nonetheless, it is far more convenient to allow for
weighted links, thus only imposing Ji j > 0 when i is connected
to j. Thus, the von Neumann entropy of a subset A should be
given by the sum of the weights corresponding to the broken
links:

SA = Â
i2A

Â
j2Ā

Ji j, (1)

of course, Rényi entropies can be employed, thus defining S(n)
A

and J(n)
i j . Alternatively, a constant s0 term may be added to the

rhs of Eq. (1), which may constitute a topological entropy

term1. If Eq. (1) holds, matrix J will be termed the entan-
glement adjacency matrix (EAM) of the state. Notice that Ji j
is the entanglement entropy that we gain by separating node i
from node j. An equation similar to (1) has been considered
in the context of emergent gravity [11]. We may ask now: are
there any real quantum states for which expression (1) is exact
or, at least, approximate?

Exact examples.- Let us start with the Affleck-Kennedy-
Lieb-Tasaki (AKLT) state on a spin-1 chain [35], defined by
its matrix product form built on the Pauli matrices, Asi

k = s si .
As it is known, the entanglement entropy follows a strict area
law, with a log2 entropy per cut. This fact is easily represented
through Eq. (1) using a tridiagonal entanglement adjacency
matrix Ji j = log2 if |i � j| = 1. Notice that, in this case, the
entanglement adjacency matrix presents the same geometric
structure as the parent Hamiltonian.

Next, let us consider valence bond states, where qubits are
paired into maximally entangled Bell pairs, |Yi = |i1, j1i ⌦
· · · ⌦ |im, jmi, with m = N/2 (for even N) and |i, ji =

1p
2
(|+�ii j ±|�+ii j). In that case, Eq. (1) represents ex-

actly the entanglement entropy of every partition, as long as
Ji j = log2 iff i = ik and j = jk (or viceversa) for some k. In-
terestingly, such states approximate the ground states (GS) of
strongly inhomogeneous free-fermionic Hamiltonian,

Hf ree = �1
2

N

Â
i=1

ti jc†
i c j, (2)

where ci stands for the annihilation operator for a spinless
fermion on site i and ti j are the hoppings. If we set ti,i+1 =
(1+(�1)id ), and all other ti j = 0, for |d |/ 1, the GS will ap-
proximate the dimer state, whose Ji j = log2 only for i = 2k�1
and j = 2k, for k = 1,2, . . . N

2 , which is still tridiagonal, re-
sulting in a mere restriction of the one-dimensional adjacency
matrix representing the Hamiltonian.

On the other hand, for the rainbow chain, t N
2 , N

2 +1 = 1,
ti,i+1 = exp(�h(2|i�N/2|+1)), with h � 1, the Bell pairs

1 Since both the empty and the complete block should present zero entropy,
thus they will be left out whenever s0 6= 0.
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ちょっと面白い論文が転がってます

2019 年の講演 (神戸大学・数理データサイエンス) より



系を二分割した際の Entanglement Entropy は?
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6-site の S=1/2 Heisenberg spin system の(基底)状態
３組の dimer (singlet pair, Bell pair) である場合を考える

→ 分割の境界 (点線) が dimer を横切る回数   x   ln 2

色々な分割で EE を求めれば、pair を知り得る

分割の場合の数は 2   - 1  =  31
6-1
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Roy らは一般の量子状態について、可能な分割すべてに対し
EE を求め、それを再構成する pair function J　を推定した

例: dimerize していれば、dimer 間で 1 その他 0

S. Roy, S. Santalla, J. Rodriguez-Laguna, G. Sierra; arXiv:2104.03645

ij

推定の方法: 回帰分析を用いる。二分割それぞれについて
(a) 波動関数を特異値分解して EE を求める
(b) 分割の境界を横切る pair について J  を合計するij

[ (a) - (b) ]  を全ての分割について足し合わせる (error)2

error が最小になるよう pair function を調整する



● N 個の site を 2 つに分割する方法は 2 の N 乗通りある 
●この「断面」ごとに、Entanglement Entropy が定まる 
●このデータを元に、Entanglement 構造を推定できるか？

Roy et al, arXiv: 1906.05146 

要するに断層写真撮影 (Computed Tomography)

● Entangled Pair を敷き詰めた状態であれば、画像が得られる 
● GHZ 状態のようなものは検出できない 
●遠く離れたペアが entangle していても、もちろん検出できる
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Figure 1. Illustrating the structure of the entanglement adjacency
matrix. (a) Evaluation of the entanglement entropy of block A re-
quires adding up all Ji j elements joining A to its complement (B[C),
given by the shaded area. (b) The same situation holds for block
B. (c) The mutual information of blocks A and B, I(A : B) =
S(A)+S(B)�S(A[B) is (twice) the darker area shaded in this panel,
given by the sum of the matrix entries Ji j joining both blocks. The
next panels provide examples of exact states with N = 8 sites, (d) is
the AKLT state, (e) is the dimer state and (f) is the rainbow state.

are established among symmetric qubits with respect to the
center: ik = k, jk = N +1� k [20, 21]. Thus, all the entangle-
ment entropies of the rainbow state are reproduced by Eq. (1)
using Ji j = log2 iff i+ j = N +1, and zero otherwise. Notice
that, in the rainbow case, the entanglement adjacency matrix
is not emerging as a restriction on the adjacency matrix rep-
resenting the Hamiltonian. In other words, an observer trying
to determine the geometry from observations of the entangle-
ment will not find the geometry of the Hamiltonian.

A different case is provided by the Greenberger-Horne-
Zeilinger (GHZ) state, |yiGHZ = 1p

2
(|0i⌦N + |1i⌦N). In this

case, the entanglement entropy of all partitions is equal to
log2. It can be proved that Eq. (1) can only represent this sit-
uation making Ji j = 0 for all i, j and s0 = log2. This amounts
to the fact that the GHZ state does not have a geometrical in-
terpretation in this framework.

Graphical representation.- In order to compute the entan-
glement entropies of a block one should add up the entries
of the entanglement adjacency matrix connecting the block
and the environment. See an illustration in Figs. 1(a) and
(b), where the shaded areas correspond to the matrix entries
that build up the entanglement entropies of blocks A and
B. The mutual information of blocks A and B, defined by
I(A : B) = S(A)+ S(B)� S(A [ B) can also be computed di-
rectly from the entanglement adjacency matrix, adding up the
matrix entries shaded in panel (c). The lower row refers to the
graphical representation of the entanglement adjacency matri-
ces for the exact cases we discussed before: (d) is the AKLT
state, (e) the dimer state and (f) the rainbow state. This rep-
resentation provides a quantum version of the Venn diagrams

used in classical information theory [36].
Properties of the entanglement adjacency matrix.- The en-

tanglement entropy of site a can be easily obtained if s0 = 0:
Sa = Â j 6=a Ja j. Similarly, the entropy of a block composed by
sites a and b is given by

Sa,b = Â
j 6=a,b

Ja j + Jb j = Sa +Sb �2Jab. (3)

Thus, we can find the mutual information between sites a and
b, I(a : b),

I(a : b) ⌘ Sa +Sb �Sa,b = 2Jab, (4)

thus providing a simple physical interpretation for Ji j as the
mutual information of the pair of sites, i, j. Mutual informa-
tions must be positive, thus reinforcing our notion that Ji j � 0
must hold if s0 = 0.

The interpretation of the entries of the entanglement adja-
cency matrix as mutual information of sites yields the next
corollary: if Eq. (1) is exact, knowledge about the entangle-
ment of all single sites and all pairs of sites is enough to de-
termine it (see also [11]).

Moreover, entanglement entropies should fulfill certain
subadditivity conditions. Given any three subsets, A, B and
C ⇢ W, the strong subadditivity condition must hold [36],

SAB +SBC � SABC +SB. (5)

Whenever Eq. (1) holds, even with s0 6= 0, this inequality will
hold too. A formal proof is provided in Appendix A.

Computing the entanglement adjacency matrix.- Eq. (1)
attempts to represent 2N entanglement entropy values using
only Np = N(N � 1)/2 parameters (neglecting s0). The re-
lation between parameters and entropies is linear, expressed
through

Â
(i j)

AI,(i j)Ji j = SI , (6)

where I = (x1 · · ·xN) denotes the binary expansion for the in-
dex of each block, i.e. xk = 1 if site k belongs to block I (and
zero otherwise), and A is a 2N ⇥Np matrix with entries given
by A(x1···xN),(i j) = 1 if (xi,x j) = (0,1) or (1,0), and zero oth-
erwise. Eq. (6) is a strongly overdetermined linear system
which will be, in general, incompatible. Yet, it is possible to
find an approximate solution in the least-squares sense, using
the equation

Â
(i0 j0)

�
A†A

�
(i j),(i0 j0) Ji0 j0 = Â

I
AI,(i j)SI , (7)

where (A†A)(i j),(i0 j0) = 2N�1 if (i j) = (i0 j0) and 2N�2 oth-
erwise (see Appendix B). Eq. (7) is a linear system of Np
equations for Np unknowns with a unique solution, but the
computational cost is still exponential because it requires the
evaluation of 2N entropies. Nevertheless, an approximate so-
lution can be found using a random sample of the total set of
entropies.

Optimal entanglement adjacency matrices.- In this section,
we show the results of this optimization procedure for cases

AKLT dimer rainbow

2019 年の講演 (神戸大学・数理データサイエンス) より
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Tree Tensor Network を用いた量子系の最適表現 I

神戸大理, 理研 R-CCS A, さきがけ B, 新潟大理 C

西野友年, 橋本豊, 上田宏 A,B, 奥西巧一 C

Adaptive Tree Tensor Network Expression for Quantum States I

Kobe Univ., ARIKEN R-CCS, BPRESTO, CNiigata Univ.

T. Nishino, Y. Hashimoto, H. Ueda A,B, and K. Okunishi C

与えられた量子系に対して Adaptive なネットワークを自動生
成することは、テンソルネットワーク形式における重要な課題の一
つである。古くは Legeza らによる、Matrix Product State (MPS)
の制約の中での、サイトの順番の最適化 (arXiv:cond-mat/0305336)
がその一例である。本講演では Tree Tensor Network (TTN) の範
囲内で木構造を最適化する手順を考えて行く。この考察に基づく密
度行列繰り込み群 (DMRG) の拡張についても論じたい。
(1) Tomasi ら (arXiv:1608.07183)、Hyatt ら (arXiv:1704.01974)
のように相互情報量を用い、強く結びついているサイトから順に繰
込群変換 (isometry) を作用させると、木構造が自動的に定まる。
(2) 互いに結び付く２つの isometry や、それらから伸びる leg に
対する局所的な入れ替え操作 (Local Move) を繰り返せば、如何な
る木構造も互いに移り変わる事ができる。leg が担うEntanglement
Entropy (EE) が下がる方向へと Local Move を繰り返せば、与え
られた状態に Adaptive な木構造へと近づいて行けるだろう。
(3) TTN は MPS と同様に、任意の leg を頂点として直交となるカ
ノニカル化ができる。従って、与えられたハミルトニアンの基底状
態を TTN によって近似することが、DMRG と同様に可能である。
(4) DMRG による基底 MPS の導出を出発点として、(1) (2) によ
り Adaptive な TTN を造り、(3) により TTN を改良して行く —
このような反復計算について「妄想」しても良いじゃろう。
(*) 続く講演 II では数値実験の結果について、幾つか速報する。

Roy らの影響もあって EE に注目
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2021 年・基盤 (C) 申請書から

コンセプトとしては、だいぶん具体化されて来た

基盤研究（Ｃ）（一般）２ 
【１ 研究目的、研究方法など（つづき）】 
テンソルネットワーク形式を用いた数値解析の主な目的は、大規模な系の固有状態 |ψ 〉

の探索や、状態の時間発展を追跡することなどである。計算を進めるにあたっては、まずネ
ットワークの形状を事前に決定する必要がある。一方でそれぞれの系に見合った、効率的な
ネットワークの形状は、求める状態 |ψ 〉を手掛かりにして構築する必要がある。この鶏と
卵のような状況は、どのように解決すれば良いだろうか？この疑問は、テンソルネットワー
ク形式の応用にあたっての、核心をなす学術的な問いかけでもある。模範的な回答は 

   ○ 数値計算の最中に順次、ネットワーク形状の組み換えを行えば良い。 

であろう。テンソルが１次元的に接続された行列積状態を用いる密度行列繰り込み群では、
この方針に沿ってサイトの順番を自動的に調整する試みが、既に一般的なものとなっている。
ただ、２次元的・３次元的に広がった物理系を、１次元に伸ばして扱うには限度がある。本
研究ではネットワーク形状を木構造まで拡張し、局所テンソル最適化の途上で、ネットワー
クの接続を組み換える精密な計算アルゴリズムを開発して行く。木構造には、直交性を満た
す局所テンソルを組み合わせた正準な形で表現できる長所があり、様々な数値計算が安定し
て行える。複数の木構造を比較対象として、系が持つエンタングルメントの構造を最も自然
に表す接続を自動的に採択して行く点に本研究の創造性があり、木構造上でエンタングルメ
ント・エントロピーあるいは相互情報量を指標とする点が本研究に独自の取り組みである。 

┏━┻━┓               Ａ 
図：木構造   ┏━┻┓ ┏┻┓     図：３分岐   ┏┻┓ 

┏┻┓┏┻┓┃┏┻┓           Ｂ(B1 B2)  

木構造テンソルネットワークの構造最適化という目的を達成するために、本研究では解
決すべき課題を幾つかの段階に分けて、以下の通り取り組んで行く。まず、与えられた系が
部分系ＡとＢに２分割されている状況で、Ｂを更にB1とB2に分割する方法を考える。上図右
側に示した通り、これは木構造が分岐する部分に対応している。木構造が「自然なもの」で
あれば、３分岐するどの線上にも、大きなエンタングルメントは存在しないはずである。相
互情報量 I(B1,B2)が小さく抑えられているとも表現できる。部分系Ｂのあらゆる分割から、
この条件を満たす最適な候補を探し出すことが、目的達成への第一段階である。あらゆる木
構造は、局所的な枝の組み換えにより互いに移り変わることができる。テンソルネットワー
ク形式を用いた局所テンソル最適化の途上で、特定の枝（あるいは幹）に大きなエンタング
ルメント・エントロピー Ｓ が現れた場合、その周囲の分岐を組み換えることにより、Ｓ 
の値を抑えることが可能である。組み換えを繰り返すことにより、より自然な木構造の探索
を行う計算手順を効率的に実装して行くことが、目的達成への第二段階である。プログラム
上では、組み換えに伴うポインターの更新や、部分和の再計算が必要となる。計算量をいか
に抑え、計算の並列化を保証するかが、数値計算上の重要な検討事項である。局所的な組み
換えでは到達し得ない先に、より自然なネットワーク構造が存在する可能性もあり、時には
大域的にネットワークを組み換える必要がある。局所的な準安定から脱出する目的で行う大
域的組み換えの実装が、目的達成への最終段階である。結果として、限られた計算資源を有
効に活用する実空間繰り込み群手法が得られ、従来にない高い精度で量子状態を表現し、固
有エネルギーなどを精密に評価することが可能となる。 

計算するのは大変
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直交性を満たす 3-leg tensor (isometry) から構成され、ネットワーク形状に loop が含まれな
い Tree Tensor Network (TTN) は、DMRG で用いられる Matrix Product と同様に、変分波
動関数として都合の良い性質を持っている。図 1, 2, 4 は、8 site の系を記述する TTN の内か
ら、適当に 3 つを選んで描いたものだ。黒丸で描かれた特異値は、図 5 に描いた直交化を通じて
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位置をど̇こ̇に̇で̇も̇移動できる。従って図 1 と図 2 は、同じような TTN だと考えて問題ない。図
3 のように特異値と 2 つの isometry を融合させて、元とは脚の分け方を変えて特異値分解する
と、図 4 のように元とは異なる TTN を生成できる。脚の分け方は図 6 のように 3 通りある。
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与えられた TTN に対して、このような局所的な組み替え（基本変形）を繰り返し行うと、任意
の形状を持つ TTN へと変形できる。異なる形状の TTN が何個あるかの数え上げは数学者に任
せることにしよう。数値計算のプログラミングの観点からは、局所的な枝の組み替えがあった時
に、その影響がどこまで及ぶかが問題となる。例えば spin Hamiltonian の期待値を求める場合
に、どれだけ再計算が必要となるだろうか? また、TTN を変分関数として DMRG のような変分
計算を行う場合に、繰り込まれたハミルトニアンをどう再計算すれば良いだろうか? これらにつ
いて、考察の結果を幾つか議論して行く。MERA で局所的な枝の組み替えがあった場合にも同様
な再計算が発生する。MERA の場合は、まず disentangler の移動から調べて行かなければなら
ない。以上、ゴリゴリに technical な話ばかりであった。量子回路の一部に組み替えがあった場
合に ... と想像を膨らませると、少しは物理的に (?) 楽しめるだろうか。
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target state. Under the presence of long-range interactions or
position-dependent interactions such as random couplings, it
is even difficult to imagine a good network structure in ad-
vance. How can we resolve the situation? Formulations in the
strong-disorder renormalization group (SDRG) [48,49] and
its tensor network generalization (tSDRG) [33,34,36] provide
us an insight into this fundamental question. In the tSDRG,
the network structure of tensors is determined by the energy
scale contained in the effective Hamiltonians, which are se-
quentially generated by successive real-space renormalization
group (RG) transformations. Another variant of tSDRG that
utilizes the EE in the construction of the TTN has also been
clarified to generate slightly different network structure com-
pared with the above tSDRG based on the energy scale [37].
Recently, Roy et al. [50–52] and Santalla et al. [53] introduced
the concept of emergent geometry, that is, the entanglement
structure visualized from the EEs for all the possible bipar-
titions of the system. The relation between the structure of
entanglement in a quantum state and the geometry of the
tensor network has also been explored [54,55].

As a step toward the construction of better tensor network
structures, we focus on TTNs, which do not contain any loop
in the diagrammatic representation. An important feature of
the TTN is that the bipartition of any TTN is possible just by
cutting an auxiliary bond between three-leg tensors, which we
call isometries following the convention [15,16]. This means
that each auxiliary bond bears the EE for the correspond-
ing bipartition. If there is no limitation in the dimension of
auxiliary bonds, every bond can carry any amount of EE so
that the TTN with an arbitrary tree structure can, in principle,
represent any quantum state exactly. However, in the practical
situation where the bond dimension is bounded by χ , a large
amount of EE exceeding ln χ causes a loss of accuracy in
representing the quantum state. This fact leads us to a guiding
principle that one should select a TTN structure in which
the EE at every bond is as small as possible so that one can
minimize the loss of accuracy due to the restriction of the
bond dimension. We call a TTN that satisfies this requirement
of the least-EE principle the optimal one in the following.
We note that the preclusion of the bonds with large EE can
be partially achieved by reordering of the sites [56–60] or the
readjustment of the network structure [18,19,61], based on the
mutual information between sites. Larsson [22] introduced a
scheme to reconstruct the local tree structure by monitoring
the cutoff bond dimension. Very recently, Li et al. [62] ex-
amined the efficiency of the site reordering by the successive
minimization of the bond EE and/or truncation error within
the MPS. An entanglement bipartition approach to construct
the optimal TTN for a given exact wave function of a small
system has also been proposed [63].

In this paper, we propose an iterative algorithm that gener-
ates the optimal TTN structures automatically. More precisely,
in the DMRG-like updating step of tensors, we determine
the locally optimal connectivity of the isometry pair among
three possible candidates to reduce the EE on the bond under
consideration. During sweeps over the variational TTN wave
function, a better network structure is thereby generated suc-
cessively toward the optimal one through local reconnections
of auxiliary bonds. We apply the algorithm to the inho-
mogeneous antiferromagnetic Heisenberg spin chain which

(a) (b) a

b c

FIG. 1. (a) Schematic picture of the binary tree tensor network
(TTN). The ovals (black) and circles (red) represent isometries and
bare spin degrees of freedom, respectively. The arrows are the tensor
legs, which we call the (auxiliary) bonds. The rhombus (red) rep-
resents the singular values. The part surrounded by the dotted curve
(red) is the central area. (b) The isometry V c

ab. Directions of the bonds
are shown by arrows.

possesses hierarchical spatial modulation of the interaction
constants and then confirm that the perfect binary tree net-
work emerges automatically. Note that the sweeping process
of the algorithm can be interpreted as a visualization of the
entanglement structure embedded in the TTN.

The rest of this paper is organized as follows. We intro-
duce the basic notations in the conventional variational TTN
formulation in Sec. II. We explain the automatic optimization
scheme of the TTN structure in Sec. III. In Sec. IV, we
apply the proposed algorithm to the trial system and check
the numerical validity of the algorithm. Section V is devoted
to the summary and concluding remarks.

II. TTN

Before explaining the optimization scheme on the TTN
structure, we shortly review fundamental concepts and no-
tations in the conventional formulation of the variational
TTN. Let us consider the binary TTN. Figure 1(a) shows the
schematic diagram of a TTN, which can be also viewed as
the TTN representation of the ground state wave function of a
quantum spin model. In the figure, the oval and circle symbols
represent isometries and bare spin degrees of freedom, respec-
tively, and they are connected to other isometries or circles
through arrows representing auxiliary bonds. As depicted in
the diagram, the direction of the bond arrows flows to the
center indicated by the rhombus symbol representing singular
values. As a result, the network contains no loop. Also, we
define the central area by the dotted curve surrounding the
center of the network for later convenience.

As shown in Fig. 1(b), the isometry has two incoming
bonds (arrows) and an outgoing one. Let us write tensor el-
ements of the isometry as V c

ab, where a and b are indices for
incoming bonds, and c is that for the outgoing one. We distin-
guish tensors by the letters put on the bonds, if necessary. The
isometry satisfies the orthonormal condition:

∑

ab

V̄ c
ab V c′

ab = δcc′, (1)

where V̄ c
ab is the complex conjugate of V c

ab, and δcc′ is the
Kronecker delta. Throughout this paper, we assume that the
number of bond degrees of freedom, i.e., the bond dimension

013031-2
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(a)

(b) (c)

FIG. 2. A variety of tree tensor network (TTN) geometries.
(a) The matrix product network (MPN). (b) The perfect binary TTN.
(c) An example of the nonuniform TTN.

for a, b, and c, is bounded by a finite number χ . For the central
bond attached with the rhombus, meanwhile, we assign k to
specify its index for a moment. We then assume that singular
values Dk are arranged in the descending order:

D1 ! D2 ! D3 ! · · · ! Dχ (! 0). (2)

Since the TTN state |"⟩ is written in the canonical form, the
norm is expressed as

⟨"|"⟩ =
χ∑

k=1

(Dk )2 (3)

because of the orthonormal condition of the isometry [64].
Here, we note that the position of the center can be moved
to an arbitrary bond by means of fusion processes of
tensors [64].

Given the Hamiltonian Ĥ of a system, we evaluate the
variational energy:

Evar = ⟨"|Ĥ |"⟩
⟨"|"⟩

, (4)

where |"⟩ denotes a trial quantum state in terms of TTN.
Here, the TTN representation of |"⟩ is not unique. Consider
TTNs for a system with eight spins as typical examples.
Figure 2(a) shows the TTN of the MPS form, which is a
TTN established for uniform 1D quantum systems. We call
this type of TTN the matrix product network (MPN) [65].
Note that, although the MPN has a simple chain structure,
there remains room for various ordering of the site index
[56–60,62,66,67]. Figure 2(b) is the perfect binary TTN with
a hierarchical structure, which is often used in the frame-
work of real-space RGs. Figure 2(c) shows a nonuniform
TTN structure, which often appears in tSDRGs for random
systems. These examples suggest that we have several options
in choosing an appropriate TTN structure for obtaining better
variational energy Evar of Eq. (4).

If the network structure of the TTN is fixed, the varia-
tional minimum of Evar can be obtained by the successive
improvement of isometries, which is quite similar to that of
the finite-system DMRG algorithm [18,19,61,64,68,69]. We
briefly explain the local improvement procedure of the isome-
tries at the center of the TTN, which is also essential for
constructing the local reconnection algorithm of isometries
discussed in Sec. III. Figure 3(a) shows the central area in
the TTN to move the central bond from a to e. At first, the
singular value Da is located at the central bond a, where two

(a) (b)
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c
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d
(c)

a
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b

d
Ψ
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c d
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e
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e
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FIG. 3. Local improvement process. (a) The current central bond
a and two isometries connected to the new central bond e. (b) The
renormalized ground-state wave function "̃abcd . (c) Updated isome-
tries connected to the new central bond e.

isometries V a
be and V e

cd are connected by the bond e, which will
be a new central bond. The bonds a, b, c, and d have arrows
incoming to the central area surrounded by the dotted curve,
and then the isometries outside the central area define the
corresponding environment. We can then construct the renor-
malized Hamiltonian H̃ by recursively applying the isometries
in the environment to Ĥ from the boundary of the TTN toward
the center. In practical computations, this RG transformation
can be quickly completed with the reuse of the environments
in the previous steps. Note that H̃ corresponds to the so-called
super-block Hamiltonian in the DMRG. Diagonalizing H̃ , we
obtain the lowest eigenvalue and the corresponding eigenvec-
tor "̃abcd , which can be called the renormalized ground state
wave function.

Figure 3(b) shows the diagram for "̃abcd . Rearranging the
leg indices into ab and cd in the matrix form, we next perform
the singular-value decomposition (SVD) to obtain the new
tensors:

"̃abcd =
∑

e

V e
abDeV

e
cd , (5)

where the right-hand side is diagrammatically illustrated in
Fig. 3(c). Discarding tiny singular values, we keep the number
of degrees of freedom for the new central bond e within the
upper bound χ . If there is degeneracy in De, we keep all the
degenerating singular values or discard all of them to maintain
the symmetry of the state. Note that any basis truncation is not
performed near the boundary of the TTN where the number of
positive De does not exceed χ .

After the decomposition in Eq. (5), the tensor V a
be in

Fig. 3(a) is replaced by V e
ab in Fig. 3(c), where the position

of the singular value is also shifted to the bond e. Also the
isometry V e

cd can be updated. Using the above local update
accompanying the position shift of the central area, we sweep
the entire TTN with improving the isometries. After repeating
this procedure several times, we finally obtain a good varia-
tional wave function.

III. TREE STRUCTURE OPTIMIZATION

Now we explain the variational scheme of automatically
searching for the optimal TTN structure based on the con-
ventional variational TTN algorithm above. An essential idea
is that the local reconnection of bonds can be implemented
in every improvement step of isometries inside the central
area. Let us see "̃abcd in Fig. 3(b) again. In Eq. (5), we
arranged the collective indices of ab and cd according to the
original network structure and then performed SVD, as shown

013031-3
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FIG. 4. Three possible applications of singular-value decompo-
sition (SVD) to !̃abcd , as candidates for the local reconnection.

in Fig. 3(c). We draw this diagram again in Fig. 4(a). As in
Figs. 4(b) and 4(c), however, there are the other two possible
arrangements of the collective indices [64]. If we adopt ac and
bd , the SVD yields

!̃abcd =
∑

e

V e
acD′

eV e
bd , (6)

as shown in Fig. 4(b). If we choose ad and bc, we obtain

!̃abcd =
∑

e

V e
ad D′′

e V e
bc, (7)

which is depicted as Fig. 4(c). These diagrams provide three
options of the local connectivity of isometries in the TTN.
Figures 4(b) and 4(c) accompany the reconnection of the
network. Here, note that De in Eq. (5), D′

e in Eq. (6), and D′′
e

in Eq. (7) are different, but for all cases, the bond dimension
of e is at most χ after the basis truncation.

To quantitatively evaluate the quality of the above three
connections, we employ the EEs associated with their singular
values. Let us write the arrangement in Eq. (5) as (ab|cd ).
Then the corresponding EE is given by

S (ab|cd ) = −
∑

e

(De)2 ln(De)2, (8)

where we have assumed the normalization of the TTN. Simi-
larly, we have the EEs:

S (ac|bd ) = −
∑

e

(D′
e)2 ln(D′

e)2, (9)

S (ad|bc) = −
∑

e

(D′′
e )2 ln(D′′

e )2, (10)

for (ac|bd ) and (ad|bc), respectively. We then select the con-
nection having the least EE as the locally optimal connectivity
of the isometries. Recall that, in the TTN, cutting a certain
bond always has the corresponding bipartitioning of the entire
wave function. The choice of the reconnection, which locally
satisfies the least EE principle discussed in Sec. I, is thus
expected to reduce the loss of accuracy caused by the limi-
tation of finite bond dimension. This reconnection process is
the heart of the proposed algorithm.

Once the new connectivity inside the central area is deter-
mined, we also update the corresponding isometry. Suppose
that the connection of (ad|bc) is selected, and the central
bond is shifted to c in the next step, as in Fig. 5. Following
Eq. (7), we first update the isometry V e

ad , which is on the
outside of the new central area illustrated as the dotted curve
in Fig. 5. We next recalculate the block Hamiltonian and the

a

c d

b
e

f

g

e

FIG. 5. The new central area in the case that Fig. 4(c) is chosen as
the optimal connection and that c is treated as the central bond of the
new step. The shaded oval represents V e

ad , which has been updated.

spin operators belonging to V e
ad , which turns out to be a part

of H̃ in the next step. Meanwhile, we may skip the update
of V e

bc since it is included in the new central area that will
be treated in the next step. Now we can perform the same
updating processes by shifting the central area. The iterative
algorithm summarized in Table I enables us to simultaneously
optimize the variational energy Evar and the TTN structure by
sweeping the central area over the entire TTN.

Here, it is worth mentioning an acceleration algorithm ef-
fective for the numerical diagonalization of H̃ . So far, we have
stored the wave function !̃abcd and the updated isometry V e

ad
in computer memory. Also, we assume that the isometry V c

f g
was obtained previously. Then we calculate the contraction∑

acd V c
f gV̄

e
ad !̃abcd , which can be a good initial vector for

!̃b f ge. Alternatively, if we have V e
bc and D′′

e explicitly, the
initial vector can be constructed as

∑
c V c

f gV
e

bc D′′
e . These initial

vectors may substantially reduce the computational cost of the
Lanczos or the Davidson method to diagonalize H̃ in the next
step [70].

In the following, we describe several comments on the
technical aspect of the algorithm in order. The initial setup
of the TTN is flexible since both the tree structure and the
isometries will be optimized afterward. A MPN generated by
the finite-system DMRG is one of the realistic candidates. It
is even possible, in principle, to use a naïve product state,
which can be regarded as a TTN with χ = 1. However, a good
initial setup may decrease the number of sweeps required for
convergence. For random spin systems, the TTN generated
by the tSDRG protocol [33–38] will be a reasonable initial
TTN. Also, we note that the central area must move around all
auxiliary bonds and isometries in the sweeping process of the
network. In Appendix A, we explain the computational detail

TABLE I. Algorithm of automatic structural optimization for
the TTN.

(1) Construct the super-block Hamiltonian H̃ according to
the current central area.

(2) Diagonalize H̃ to obtain the renormalized ground state
wave function !̃.

(3) Perform the SVD on !̃ in three different manners, as
shown in Fig. 4.

(4) Choose the grouping with the smallest EE and update
the tensors in the central area accordingly.

(5) Move the central bond to the appropriate direction
(see Appendix A).

(6) Iterate the above steps until the entire TTN is updated.
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FIG. 6. Inhomogeneous interactions on the hierarchical chain
when (a) N = 2, (b) N = 4, and (c) N = 16.

of this technical issue about the sweeping path of iterative
computation.

While we employ the bond EE for the evaluation of the
local network structure in the proposed algorithm, one may
use other quantities such as the truncation error, i.e., the sum
of the eigenvalues of the reduced density matrix (DM) for the
discarded states, or the Renyi entropy [62]. The truncation
error is directly related to the variational energy, while the
bond EE can access the entanglement structure of the target
state.

Since the reconnection of the isometries in the central area
is always local, the optimization process of the TTN structure
may be trapped at local minima of the distribution landscape
of the EEs on the network. A possible device to escape from
such trapping is to combine a stochastic method with the
algorithm. More precisely, we can select one of the diagrams
in Fig. 4 according to the relative probabilities based on the
heat-bath method:

P(ab|cd ) ∝ exp[−βS (ab|cd )], (11a)

P(ac|bd ) ∝ exp[−βS (ac|bd )], (11b)

P(ad|bc) ∝ exp[−βS (ad|bc)], (11c)

where β is an effective inverse temperature. If β is gradually
increased during the sweeping process, the TTN structure
converges to the one where the sum of EE on all the bonds is
minimized, which is a candidate for the optimal TTN. If one
prefers to suppress the EE on each bond further, the square or
higher power of S (ab|cd ), S (ac|bd ), and S (ad|bc) can be used in
the exponent of the right-hand side of Eq. (11). Note that the
stochastic sampling of the tree structure can be parallelized.

IV. NUMERICAL RESULTS

We check the validity of the proposed optimization scheme
in Table I by applying it to the inhomogeneous Heisenberg
spin chain, whose Hamiltonian is formally written as

Ĥ =
N−1∑

i=1

Ji Si · Si+1, (12)

where Si = (Sx
i , Sy

i , Sz
i ) represents the S = 1

2 quantum spin
on the ith site. We consider the case where the position-
dependent exchange coupling Ji > 0 is recursively deter-
mined, as shown in Fig. 6. We call the model the hierarchical
chain in the following. The minimum unit is a two-site system
(N = 2) in Fig. 6(a), where the coupling constant between S1
and S2 is J > 0, which defines the unit of the energy scale.
Joining two two-site units with the coupling αJ , we obtain a

four-site unit (N = 4) in Fig. 6(b). The parameter 0 < α ! 1
controls the decay rate of the coupling. In general, joining
the 2n-site units (N = 2n) with the coupling αnJ , we obtain
the 2n+1-site system. Figure 6(c) shows the 24-site system
as an example. We treat the system size N = 64 (for several
α’s) and N = 128 (for α = 0.50) in the following numerical
calculations.

A significant feature of the hierarchical chain is that, when
α is sufficiently small, one can deduce its optimal TTN with
the perturbative RG scheme. In the hierarchical chain, the
largest exchange coupling is J , with which two spins S2l−1
and S2l are entangled most strongly. Therefore, it is natural
to connect the two spins coupled with J by an isometry to
form the spin blocks at the first step of the RG. In the second
step, two blocks connected via αJ are entangled most strongly,
and thus, one should put an isometry to merge the blocks
to form a new block. A recursive application of the above
RG process eventually gives rise to the perfect binary TTN,
which is expected to be the optimal one if α is small enough.
As α increases to unity, the system approaches the uniform
Heisenberg chain, where the critical ground state is realized.
Thus, the hierarchical chain may provide a good platform to
visualize the crossover of the entanglement structure between
the ones of the perfect binary tree and of the uniform wave
function with critical fluctuation.

To demonstrate that the optimal TTN can be automatically
obtained with the proposed algorithm, we start the calculation
from the MPN prepared by the following processes. We first
focus on two spins at an open end of the chain. We then
diagonalize the block Hamiltonian, truncate the high-energy
eigenstates, and include the neighboring spin into the new
block. We perform this recursive RG process from both ends
of the chain and increase the block size one by one. When the
left and right blocks meet at the center, we have an MPN in-
cluding all the isometries, from which we start the first sweep
of the structural optimization algorithm. The upper bound of
the bond dimension in the initial MPN is χ = 40.

During the iterative sweeps of the algorithm in Table I, the
isometries and their connectivity are successively modified.
We perform the diagonalization of the effective Hamiltonian
H̃ within the subspace of zero total magnetization

∑
i Sz

i = 0
and take the lowest energy state of the subspace as the ground
state. After the numerical convergence, the variational state
with optimal TTN structure is automatically obtained. For
the hierarchical chain, we do not use the stochastic choice of
reconnection in Eq. (11), but always choose the smallest EE
connection in each local update. We perform the SVD of the
renormalized ground state wave function $̃ by the diagonal-
ization of the reduced DM, whose eigenvalues are equal to the
square of the corresponding singular values. We note that the
SVD can also be directly carried out by using a linear algebra
package. For comparison, we performed additional calcula-
tion with forbidding the reconstruction of the TTN structure,
which remains MPN throughout the variational calculation.
Note that this calculation is equivalent to the finite-system
DMRG method.

We set the maximum number of the bond dimension to
be χ = 40. We discard the block states whose DM eigen-
values are smaller than 10−12 since their contribution to
the ground state wave function is negligible. Due to this
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of this technical issue about the sweeping path of iterative
computation.

While we employ the bond EE for the evaluation of the
local network structure in the proposed algorithm, one may
use other quantities such as the truncation error, i.e., the sum
of the eigenvalues of the reduced density matrix (DM) for the
discarded states, or the Renyi entropy [62]. The truncation
error is directly related to the variational energy, while the
bond EE can access the entanglement structure of the target
state.

Since the reconnection of the isometries in the central area
is always local, the optimization process of the TTN structure
may be trapped at local minima of the distribution landscape
of the EEs on the network. A possible device to escape from
such trapping is to combine a stochastic method with the
algorithm. More precisely, we can select one of the diagrams
in Fig. 4 according to the relative probabilities based on the
heat-bath method:

P(ab|cd ) ∝ exp[−βS (ab|cd )], (11a)

P(ac|bd ) ∝ exp[−βS (ac|bd )], (11b)

P(ad|bc) ∝ exp[−βS (ad|bc)], (11c)

where β is an effective inverse temperature. If β is gradually
increased during the sweeping process, the TTN structure
converges to the one where the sum of EE on all the bonds is
minimized, which is a candidate for the optimal TTN. If one
prefers to suppress the EE on each bond further, the square or
higher power of S (ab|cd ), S (ac|bd ), and S (ad|bc) can be used in
the exponent of the right-hand side of Eq. (11). Note that the
stochastic sampling of the tree structure can be parallelized.

IV. NUMERICAL RESULTS

We check the validity of the proposed optimization scheme
in Table I by applying it to the inhomogeneous Heisenberg
spin chain, whose Hamiltonian is formally written as

Ĥ =
N−1∑

i=1

Ji Si · Si+1, (12)

where Si = (Sx
i , Sy

i , Sz
i ) represents the S = 1

2 quantum spin
on the ith site. We consider the case where the position-
dependent exchange coupling Ji > 0 is recursively deter-
mined, as shown in Fig. 6. We call the model the hierarchical
chain in the following. The minimum unit is a two-site system
(N = 2) in Fig. 6(a), where the coupling constant between S1
and S2 is J > 0, which defines the unit of the energy scale.
Joining two two-site units with the coupling αJ , we obtain a

four-site unit (N = 4) in Fig. 6(b). The parameter 0 < α ! 1
controls the decay rate of the coupling. In general, joining
the 2n-site units (N = 2n) with the coupling αnJ , we obtain
the 2n+1-site system. Figure 6(c) shows the 24-site system
as an example. We treat the system size N = 64 (for several
α’s) and N = 128 (for α = 0.50) in the following numerical
calculations.

A significant feature of the hierarchical chain is that, when
α is sufficiently small, one can deduce its optimal TTN with
the perturbative RG scheme. In the hierarchical chain, the
largest exchange coupling is J , with which two spins S2l−1
and S2l are entangled most strongly. Therefore, it is natural
to connect the two spins coupled with J by an isometry to
form the spin blocks at the first step of the RG. In the second
step, two blocks connected via αJ are entangled most strongly,
and thus, one should put an isometry to merge the blocks
to form a new block. A recursive application of the above
RG process eventually gives rise to the perfect binary TTN,
which is expected to be the optimal one if α is small enough.
As α increases to unity, the system approaches the uniform
Heisenberg chain, where the critical ground state is realized.
Thus, the hierarchical chain may provide a good platform to
visualize the crossover of the entanglement structure between
the ones of the perfect binary tree and of the uniform wave
function with critical fluctuation.

To demonstrate that the optimal TTN can be automatically
obtained with the proposed algorithm, we start the calculation
from the MPN prepared by the following processes. We first
focus on two spins at an open end of the chain. We then
diagonalize the block Hamiltonian, truncate the high-energy
eigenstates, and include the neighboring spin into the new
block. We perform this recursive RG process from both ends
of the chain and increase the block size one by one. When the
left and right blocks meet at the center, we have an MPN in-
cluding all the isometries, from which we start the first sweep
of the structural optimization algorithm. The upper bound of
the bond dimension in the initial MPN is χ = 40.

During the iterative sweeps of the algorithm in Table I, the
isometries and their connectivity are successively modified.
We perform the diagonalization of the effective Hamiltonian
H̃ within the subspace of zero total magnetization

∑
i Sz

i = 0
and take the lowest energy state of the subspace as the ground
state. After the numerical convergence, the variational state
with optimal TTN structure is automatically obtained. For
the hierarchical chain, we do not use the stochastic choice of
reconnection in Eq. (11), but always choose the smallest EE
connection in each local update. We perform the SVD of the
renormalized ground state wave function $̃ by the diagonal-
ization of the reduced DM, whose eigenvalues are equal to the
square of the corresponding singular values. We note that the
SVD can also be directly carried out by using a linear algebra
package. For comparison, we performed additional calcula-
tion with forbidding the reconstruction of the TTN structure,
which remains MPN throughout the variational calculation.
Note that this calculation is equivalent to the finite-system
DMRG method.

We set the maximum number of the bond dimension to
be χ = 40. We discard the block states whose DM eigen-
values are smaller than 10−12 since their contribution to
the ground state wave function is negligible. Due to this
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FIG. 9. Bond entanglement entropy (EE) calculated when α =
0.5 and N = 128 as a function of the horizontal position of the bonds
x, defined in Appendix C. Open circles represent the EE calculated
by the matrix product network (MPN). Other plots are calculated by
the optimal tree tensor network (TTN). y denotes the height of the
bond in the optimal TTN.

Let us discuss the distribution of the EE in Fig. 9 from
the bottom to the top. First, the same smallest value of S =
1.7 × 10−4 at x = 64.5 is found in the data of the optimized
TTN and the MPN since the corresponding bipartition of the
system into the left half 1 ! i ! 64 and the right one 65 ! i !
128 is captured by both networks. Also, both of them capture
the second smallest S = 6.1 × 10−4 at x = 24.5 and 104.5
for the optimized TTN and x ≃ 31.5 and 97.5 for the MPN,
corresponding to the bipartition into 1 ! i ! 32 and 33 !
i ! 128 and into 1 ! i ! 96 and 97 ! i ! 128. Meanwhile,
only the optimized TTN captures a slightly larger value of
S = 7.7 × 10−4 at x = 40.5 and 88.5, which corresponds to
the bipartitions into 33 ! i ! 64 and the rest and into 65 !
i ! 96 and the rest. Note that these bipartitions separate an
inner branch of the perfect binary tree network from the rest.
The MPN does not have the bond corresponding to such bi-
partitions and thus cannot capture the EE of S = 7.7 × 10−4.
As the height coordinate y in the optimized TTN decreases,
the number of the bipartitions with small EEs that cannot be
captured by the MPN increases. In the upper part of the figure,
the EEs on almost half of the auxiliary bonds in the MPN take
values slightly larger than ln 2 since the bonds carry the EE
of the strongly dimerized pairs sitting in every two sites. Such
large EEs never appear in the optimized TTN, indicating that
the automatic structural optimization algorithm successfully
avoids the bipartitions with the large EEs.

Finally, we discuss the α dependence of the optimal tree
structures. Figure 10(a) shows the optimized TTN for the
chain with α = 1 and N = 64, which is nothing but a uniform
Heisenberg chain. In the bulk limit, the ground state of the
chain is usually described by the uniform MPS. In the finite-
size system with open boundaries, however, the strong dimer
instability induces a sizable staggered component both in the
nearest neighbor spin correlations and the EEs [71]. Reflecting
this dimerization effect, the optimized TTN for α = 1 and
N = 64 has the MPN structure in the unit of the isometries
merging every pair of neighboring bare spins. As α decreases,

(a)

(b)

(c)

FIG. 10. Optimal structures for (a) α = 1.00, (b) α = 0.80, and
(c) α = 0.75. The system size is N = 64. Only the left half of the tree
tensor network (TTN) is presented, while the right half is symmetric
with respect to the center of the system.

the hierarchical distribution of the EE gradually enhances
between the dimerized MPN for α = 1 and the perfect binary
tree for α = 0.5 [Fig. 7(c)]. In Figs. 10(b) and 10(c), we
respectively show the optimal TTN structures for α = 0.8 and
0.75 with N = 64. Here, recall that, in the hierarchical chain,
the weakest coupling is placed at the center of the chain and
the second weakest at the quarter from the open boundary.
Figures 10(b) and 10(c) clearly illustrate that a structure like a
perfect binary tree grows from the regions around the weaker
interactions.

V. CONCLUDING REMARKS

We have proposed the automatic structural optimization
algorithm for the TTN, where the auxiliary bonds between
isometry tensors are locally reconnected based on the least
EE principle during the variational sweeping on the TTN. We
have then demonstrated that, for the hierarchical chain, the
algorithm generates a perfect binary tree as the optimal net-
work structure, where the emergence of the bonds with a large
EE is actually suppressed. The resulting network structure
can be regarded as a fingerprint of the entanglement structure
contained in the quantum state.

In this paper, we have focused on the analysis of the
distribution of the EE in the optimal TTN to verify that
the proposed algorithm indeed works well in terms of the
least EE principle. In practical situations, of course, it is
also an important issue to clarify how the variational energy
Evar in Eq. (4) can be improved with the structural opti-
mization. Preliminary calculations for random quantum spin
systems with long-range interactions suggest that the optimal
TTN realized in the proposed algorithm provides better ac-
curacy of Evar compared with the MPN in the DMRG and
a TTN obtained by the tSDRG. For such complex systems,
the annealing process according to Eq. (11) is essential to
escape from the local minimum in the EE landscape. The
detailed analysis for the random spin system will be published
elsewhere.
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FIG. 9. Bond entanglement entropy (EE) calculated when α =
0.5 and N = 128 as a function of the horizontal position of the bonds
x, defined in Appendix C. Open circles represent the EE calculated
by the matrix product network (MPN). Other plots are calculated by
the optimal tree tensor network (TTN). y denotes the height of the
bond in the optimal TTN.

Let us discuss the distribution of the EE in Fig. 9 from
the bottom to the top. First, the same smallest value of S =
1.7 × 10−4 at x = 64.5 is found in the data of the optimized
TTN and the MPN since the corresponding bipartition of the
system into the left half 1 ! i ! 64 and the right one 65 ! i !
128 is captured by both networks. Also, both of them capture
the second smallest S = 6.1 × 10−4 at x = 24.5 and 104.5
for the optimized TTN and x ≃ 31.5 and 97.5 for the MPN,
corresponding to the bipartition into 1 ! i ! 32 and 33 !
i ! 128 and into 1 ! i ! 96 and 97 ! i ! 128. Meanwhile,
only the optimized TTN captures a slightly larger value of
S = 7.7 × 10−4 at x = 40.5 and 88.5, which corresponds to
the bipartitions into 33 ! i ! 64 and the rest and into 65 !
i ! 96 and the rest. Note that these bipartitions separate an
inner branch of the perfect binary tree network from the rest.
The MPN does not have the bond corresponding to such bi-
partitions and thus cannot capture the EE of S = 7.7 × 10−4.
As the height coordinate y in the optimized TTN decreases,
the number of the bipartitions with small EEs that cannot be
captured by the MPN increases. In the upper part of the figure,
the EEs on almost half of the auxiliary bonds in the MPN take
values slightly larger than ln 2 since the bonds carry the EE
of the strongly dimerized pairs sitting in every two sites. Such
large EEs never appear in the optimized TTN, indicating that
the automatic structural optimization algorithm successfully
avoids the bipartitions with the large EEs.

Finally, we discuss the α dependence of the optimal tree
structures. Figure 10(a) shows the optimized TTN for the
chain with α = 1 and N = 64, which is nothing but a uniform
Heisenberg chain. In the bulk limit, the ground state of the
chain is usually described by the uniform MPS. In the finite-
size system with open boundaries, however, the strong dimer
instability induces a sizable staggered component both in the
nearest neighbor spin correlations and the EEs [71]. Reflecting
this dimerization effect, the optimized TTN for α = 1 and
N = 64 has the MPN structure in the unit of the isometries
merging every pair of neighboring bare spins. As α decreases,
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FIG. 10. Optimal structures for (a) α = 1.00, (b) α = 0.80, and
(c) α = 0.75. The system size is N = 64. Only the left half of the tree
tensor network (TTN) is presented, while the right half is symmetric
with respect to the center of the system.

the hierarchical distribution of the EE gradually enhances
between the dimerized MPN for α = 1 and the perfect binary
tree for α = 0.5 [Fig. 7(c)]. In Figs. 10(b) and 10(c), we
respectively show the optimal TTN structures for α = 0.8 and
0.75 with N = 64. Here, recall that, in the hierarchical chain,
the weakest coupling is placed at the center of the chain and
the second weakest at the quarter from the open boundary.
Figures 10(b) and 10(c) clearly illustrate that a structure like a
perfect binary tree grows from the regions around the weaker
interactions.

V. CONCLUDING REMARKS

We have proposed the automatic structural optimization
algorithm for the TTN, where the auxiliary bonds between
isometry tensors are locally reconnected based on the least
EE principle during the variational sweeping on the TTN. We
have then demonstrated that, for the hierarchical chain, the
algorithm generates a perfect binary tree as the optimal net-
work structure, where the emergence of the bonds with a large
EE is actually suppressed. The resulting network structure
can be regarded as a fingerprint of the entanglement structure
contained in the quantum state.

In this paper, we have focused on the analysis of the
distribution of the EE in the optimal TTN to verify that
the proposed algorithm indeed works well in terms of the
least EE principle. In practical situations, of course, it is
also an important issue to clarify how the variational energy
Evar in Eq. (4) can be improved with the structural opti-
mization. Preliminary calculations for random quantum spin
systems with long-range interactions suggest that the optimal
TTN realized in the proposed algorithm provides better ac-
curacy of Evar compared with the MPN in the DMRG and
a TTN obtained by the tSDRG. For such complex systems,
the annealing process according to Eq. (11) is essential to
escape from the local minimum in the EE landscape. The
detailed analysis for the random spin system will be published
elsewhere.
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FIG. 7. Optimization process when α = 0.5 and N = 64. (a) The
initial matrix product network (MPN). (b) After the first sweep.
(c) Any time after the second sweep. Only the left half of the tree
tensor network (TTN) is presented, while the right half is symmetric
with respect to the center of the system.

cutoff condition, the number of block states kept in the
practical calculation can be smaller than χ . For example,
we kept only 26 states, at most, for α = 0.5 and N =
64 and 128, while 40 states were kept for α = 1.0 and N =
64. The truncation error is less than 1.3 × 10−11 for (α, N ) =
(0.50, 64), (0.50, 128), (0.75, 64), and (0.80, 64) and 2.5 ×
10−8 at the worst case of (α, N ) = (1.00, 64).

Figure 7 shows the transition process of the TTN structure
during the sweeps for α = 0.5 and N = 64. The calculation
starts with the initial MPN shown in Fig. 7(a). After the first
sweep, a structure like a perfect binary tree appears for every
four sites, as shown in Fig. 7(b), where the MPN structure
remains in the upper part of the diagram. After the second
sweep, the perfect binary tree structure shown in Fig. 7(c)
expands up to the top. This is the optimal TTN structure,
which is unchanged afterward. We emphasize that the optimal
TTN structure obtained by the calculation agrees with the one
derived from the perturbative RG scheme discussed above.
We observed a similar transition process for α = 0.5 and
N = 128, where the perfect binary TTN emerges after three
sweeps. Here, we note that the intermediate TTN structure
may depend on how the center bond moves during a sweep;
the structure in Fig. 7(b) is the one obtained with the sweep
procedure explained in Appendix A. The point is that, as
the calculation proceeds, the TTN structure smoothly changes
toward the optimal one shown in Fig. 7(c).

Table II shows the maximum and average of the bond
EE obtained in the optimized TTN for α = 0.5 and N =
64 and 128. For comparison, the same set of data obtained in
the fixed MPN is shown. Here, the bonds directly connected
to the bare spins are not included in the analysis since they
always carry the EE of the amount ln 2 irrespective of the
network structure, reflecting the fact that the two states | ↑⟩
and | ↓⟩ of each bare spin have the same reduced DM weight
1
2 . It is clearly seen in the table that both the maximum and

TABLE II. Maximum and average of the bond EE obtained for
optimized TTN and fixed MPN when N = 64 and 128 with α = 0.5.
The EEs on the boundary bonds are not included in the analysis.

Type Maximum Average

Optimized TTN (N = 64) 0.1110 0.0640
Optimized TTN (N = 128) 0.1110 0.0625
MPN (N = 64) 0.6935 0.3697
MPN (N = 128) 0.6935 0.3719

average of the bond EEs are lessened by the tree structure
optimization, with the suppression ratio about 1

6 .
Figure 8 shows the expectation values of the nearest neigh-

bor spin-correlation functions ⟨Si · Si+1⟩ when α = 0.5 and
N = 128. As seen in the figure, the correlation functions
obtained from the MPN coincide with those from the opti-
mal TTN. This is because the ground state for α = 0.5 is
close to the product state consisting of the singlet dimers,
and accordingly, both the optimized TTN and MPN obtained
have the sufficient potential of representing the ground state
accurately enough. Indeed, the strong dimerization in every
two sites can be confirmed in the figure where ⟨S2ℓ−1 · S2ℓ⟩
is distributed within the range −0.732 to − 0.735, while the
spin correlations across neighboring dimers are weak. Also,
we note that the ground state energy calculated by the MPN
agrees with that of the optimal TTN up to 11 digits.

Distinctions between the optimized TTN and the MPN can
be found in the spatial distribution of the EE on the auxiliary
bonds, although both approaches provide accurate results at
the level of the correlation functions. In Fig. 9, we compare
the EE distributions on the two different networks of the
optimized TTN and the MPN for α = 0.5 and N = 128. In
the figure, we have introduced the horizontal coordinate x
(for both the optimized TTN and the MPN) and the height
coordinate y (only for the optimized TTN) to specify the
positions of the auxiliary bonds; the definitions of the coordi-
nates are presented in Appendix C. The EEs on the boundary
bonds directly connected to the bare spins that take the value
S = ln 2 are not included in Fig. 9.

0010

−0.5

0

: MPN
: optimal

FIG. 8. Nearest neighbor spin correlation function when α = 0.5
and N = 128. Open circles and solid squares, respectively, represent
the obtained result by the matrix product network (MPN) and the
optimal tree tensor network (TTN).
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他の分野での応用 パターン認識
8.1 画像に対応した M 脚テンソル
黒板に書いた数字の見分けを考えてみよう。黒板をカメラで撮影して、画

像を計算機に入力することが最初の作業だ。人間が見て読めるならば、画
像が少しボケていたり荒い画像でも問題ない。数字であれば、下図に示し
た縦横に 14 個くらいの解像度で充分だ。この画像は誰が見ても ℓ = 2 だ
ろうか。ピクセル（画素）の総数は M = 142 = 196 となる。

14
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1413121110987654321

15 28

29 42... ...

......

画像の上左隅のピクセルを 1 番目、その右隣を 2 番目、上右隅が 14 番目
と数え、その後は上左隅から一段下がって 15 番目、その段の右隅が 28 番
目 ... そして下右隅が 196 番目としよう。j 番目のピクセルの明るさを、

• xj = 0 が白色、xj = 1 が黒色を表すグレースケール
を使った数値 xj で表す。（明るさは 256 階調もあればよくて、16 階調くらいでも充分
に読める。）このように画像の標本化を行うと、次の M = 196 次元ベクトル

x = (x1, x2, x3, · · · , xM ) (8.1)

で画像が表現できる。黒板上の数字をいくつも撮影して画像が何枚もある
ならば、x[1], x[2], x[3], とラベルを付けて区別しよう。テンソルの脚に見
えないよう、画像の番号 [n] はカッコ書きにする。
【1 次元に伸ばして扱う】　 2 次元的な画像を、わざわざ式 (8.1) のよう
に 1 次元に伸ばして取り扱うのは、何だか妙な気がする。その疑問に対
する回答は、まず 1 次元的なデータで文字の見分け（判別）が可能かどう
か試してみて、うまく読めたら良しとする。また、より正確かつ効率的な
判別を目指して、画像を 2 次元的に取り扱う工夫をさらに探っていくこ
とも忘れない、というものだろう。ひとまず、このまま進めよう。
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Entanglement Entropy が良い指標か? 
という点については検討が必要



箱の長さの逆数が、おおよその解像度

画像 Tree の初期値はどう選ぶ?

古典画像? に対する 
Adaptive な 

Tree Structure

まだ conjecture の段階 … (予算申請しよか)



波動関数を Tree Tensor Network で
表してみなさい 西野友年（神戸大理）

15p-2 15 Nov. 2023 @ つくば

　分子や原子核の基底波動関数など有限多体系を Tensor Network (TN) で扱う場合、 

Matrix Product State (MPS) を変分関数とする DMRG が定番の解析手段となる。計算 

の結果として得られた N-site 系の MPS には、系を M-site の部分系と、残りの N-M-

site 部分系に分割した際の Entanglement Entropy (EE) が付随している。さて、MPS は 

Tree Tensor Network (TTN) の特殊な場合であって、MPS から任意の TTN へと、局
所的な枝 の組み替え(基本変形)を通じて変形できる。こうして得られる膨大な数の 

TTN のうち、 自然なもの (?) はどんな形をしているだろうか? EE を指標として「自
然な TTN」を構築 するアルゴリズムについて、まず解説する。この考え方を有限系
の DMRG に持ち込むと、 自然な TTN を変分関数とする計算手法へと至る。MPS 

は Tensor Train の別名でデータ サイエンスにも用いられて久しいが、こちらにも自
然な TTN を持ち込むことが可能であ る。これらの応用で Tree 形状の最適化をどの
ように行うかは、まだまだ蓄積に乏しく、検 討課題となっている。

Abstract

MERA は? PEPS, TePS は?


